Наталья Можей 
(Минск, Беларусь)
 

о НОРМАЛЬНЫх СВЯЗНОСТях НА ТРЕХМЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ С РАЗРЕШИМОЙ ГРУППОЙ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ
Нормальные связности изучались Амброузом, Зингером, Номидзу и другими. Связность на многообразии определяет, через параллельный перенос, понятие голономии. Важными примерами являются голономия связности Леви–Чивиты в римановой геометрии (называемая риманова голономия), голономия связностей в векторных расслоениях, голономия связностей Картана и др. В каждом из этих случаев голономия связности может быть описана через группу Ли – группу голономии. Теория связностей имеет много приложений, например, в калибровочных моделях фундаментальных взаимодействий связности на главных расслоениях интерпретируются как калибровочные поля — переносчики взаимодействий, характеризуемых той или иной группой симметрий.

Пусть 
[image: image1.wmf]M

 – дифференцируемое многообразие, на котором транзитивно действует группа 
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. Проблема классификации однородных пространств (
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) равносильна классификации (с точностью до эквивалентности) пар групп Ли (
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 может быть отождествлено с многообразием левых смежных классов 
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 (см., например, [1]). Изучая однородные пространства важно рассматривать не саму группу 
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, другими словами, достаточно рассматривать только эффективные действия группы 
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 на многообразии 
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. Широкий класс среди однородных пространств образуют однородные пространства с разрешимой группой преобразований. Их исследование существенно затруднено тем, что, в отличие от полупростых алгебр Ли, не разработана структурированная теория их классификации, а сама классификация является громоздкой и трудоемкой. О «разрешимых» римановых многообразиях, на которых транзитивно действует разрешимая подгруппа полной группы изометрий, см. [2]. Пусть 
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 – алгебра Ли группы Ли 
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 – подалгебра, соответствующая подгруппе 
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 не содержит отличных от нуля идеалов 
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. Изотропное действие группы 
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 При этом 
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 действует на касательном пространстве 
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) называется  изотропно–точной, если точно изотропное представление подалгебры 
[image: image36.wmf]g

. С геометрической точки зрения это означает, что естественное действие стабилизатора 
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Поскольку однородное пространство допускает аффинную связность, 
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–модуль 
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 точен. Для нахождения всех изотропно–точных пар коразмерности три нужно классифицировать (с точностью до изоморфизма) все точные трехмерные 
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 (это эквивалентно классификации подалгебр в 
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 с точностью до сопряженности), а далее найти (с точностью до эквивалентности) все пары (
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 эквивалентны. Все такие пары 
[image: image49.wmf]3

=

g

g

codim

 найдены в [3], дальнейшая нумерация пар соответствует приведенной там. Ограничимся случаем с ненулевым стабилизатором, т.к. все остальные однородные пространства – просто трехмерные группы Ли. Там, где это не будет вызывать разночтения, будем отождествлять подпространство, дополнительное к 
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 есть изотропное представление подалгебры, а все отображение является 
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–инвариантным. Хорошо известно (см., например, [4]), что инвариантные аффинные связности на однородном пространстве (
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). Поскольку тензоры кривизны и кручения инвариантны относительно действия группы Ли 
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, то они однозначно определяются тензорами на касательном пространстве к многообразию, причем эти тензоры инвариантны относительно изотропного действия. Тензор кручения 
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тензор кривизны 
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Переформулируем теорему Вана об алгебре группы голономии инвариантной связности: aлгебра Ли группы голономии инвариантной связности 
[image: image67.wmf])

(3,

:

R

gl

g

®

L

 на паре (
[image: image68.wmf]g

g

,

) – это подалгебра алгебры Ли 
[image: image69.wmf])

(3,

R

gl

 вида 



[image: image70.wmf],

]]

),

(

[

),

(

[

]

),

(

[

K

+

L

L

+

L

+

V

V

V

g

g

g


где 
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 – подпространство, порожденное 
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 Положим 
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 равной подалгебре в 
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EMBED Equation.3[image: image76.wmf]g

}. Первоначально 
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 была введена в римановом случае Костантом [5, 6] и использовалась Лихнеровичем [7] и Ваном [8] в более общей ситуации. Будем говорить, что инвариантная  связность нормальна, если 
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Дадим геометрическую интерпретацию понятию нормальной связности: пусть 
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 - инвариантная структура на однородном пространстве 
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. Фиксируем инвариантную  связность в 
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. Тогда  связность нормальна тогда и только тогда, когда каждый элемент из 
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 в себя. В силу теоремы редукции [9] для определенного типа проблем, связанных со связностью в главном расслоении, можем считать, что 
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 есть расслоение голономии. Такое упрощение, вообще говоря, недостижимо, если 
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 не отображает расслоение голономии в себя. Это означает, что если инвариантная  связность на однородном пространстве нормальна, то теорема редукции все еще может быть успешно использована. Отсюда следует, что если инвариантная  связность нормальна, то каждое параллельное тензорное поле на 
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 инвариантно под действием 
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. Это утверждение было доказано Лихнеровичем [7]. 


Будем описывать пару (
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будет использоваться следующее обозначение: 
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Здесь предполагается, что переменные обозначены латинскими буквами и принадлежат 
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, а параметр обозначен 
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Теорема.  Пусть 
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Доказательство. Пусть 
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 -- одна из подалгебр алгебры Ли 
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 -- точный обобщенный модуль. Список обобщенных модулей, полученных таким образом, совпадает со списком соответствующих подалгебр в 
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. Для получения искомого результата из пар, найденных в [3], выбираем допускающие нормальную связность и выписываем соответствующее изотропное представление, находим аффинные связности, алгебры голономии. Определяем, при каких условиях  связность является нормальной.
Для  подалгебры типа  2.21 cвязность 
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Тензор кривизны 
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кручение 
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Связность нормальна при 
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При 
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 алгебра голономии нулевая.

Для остальных пар рассуждения аналогичны. Для  подалгебры типа 3.20 получаем, что алгебра голономии нормальной связности имеет вид
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Рассмотрим подалгебру типа 2.9 при 
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=-1. Алгебра голономии нормальной связности имеет вид 
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Рассмотрим подалгебру типа 2.17 Алгебра голономии нормальной связности имеет вид
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Рассмотрим подалгебру типа 2.20 Алгебра голономии нормальной связности имеет вид
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Полученные результаты могут быть использованы при исследовании многообразий, при изучении пространств с аффинной связностью, а также могут иметь приложения в общей теории относительности, которая, с математической точки зрения, базируется на геометрии искривленных пространств, в ядерной физике, физике элементарных частиц и др.
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